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Avisos:

1. O teste é constituído por cinco grupos.

2. Neste enunciado, escreva o seu número e nome e absolutamente mais nada. Entregue-o no �m.

3. Responda ao teste nas folhas de resposta, indicando o grupo a que está a responder. Nunca responda

a mais do que um grupo na mesma folha. Não desagrafe nenhuma folha de resposta.

4. Não se esqueça de identi�car todas as folhas. Folhas não identi�cadas não serão corrigidas.

5. Não é permitido o uso de calculadoras. Todos os telemóveis têm que ser desligados.
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1. Considere a seguinte função:

f : Df � R2 ! R3

f (x; y) = (f1 (x; y) ; f2 (x; y) ; f3 (x; y)) =

�p
y � x2 + 4;pxy; ln

�
2� x� y
x2 + y2

��
(a) (1; 5 val.) Determine analiticamente o domínio de f , Df , e represente-o geometricamente.

Observação: As duas alíneas seguintes serão cotadas de acordo com a resposta dada a esta.

(b) (1; 25 val.) Determine analiticamente o interior e fronteira de Df .

(c) (1; 25 val.) Indique, justi�cando, se Df é um conjunto fechado e limitado.

2. Considere a seguinte função:

f : R2 ! R

f (x; y) =

(
1 + (x� 1)y sin(x�1)

(x�1)2+y2 , (x; y) 6= (1; 0)
1 , (x; y) = (1; 0)

(a) (2 val.) Mostre que f é contínua em (1; 0). Será f contínua em R2? Justi�que a sua resposta.

Observação: Lembre-se que jsin(a)j � jaj, 8a 2 R.

(b) (1 val.) Calcule rf(1; 0).

(c) (2 val.) Mostre que f não é diferenciável em (1; 0).



3. Considere a seguinte função:

f : Df � R2 ! R

f (x; y) = ln
�
x2 + y + 1

�
(a) (2 val.) Calcule o polinómio de Taylor de 2a ordem, P2(x; y), que aproxima a função f numa

vizinhança do ponto (0; 0).

(b) (2 val.) Calcule, justi�cando:.

i. (1 val.) Um valor aproximado de f no ponto (0; 1; 0; 1).

ii. (1 val.) A derivada dirigida da função 3f , segundo a direção e sentido de decresci-

mento máximo de f , no ponto (0; 0).

4. Considere a seguinte função:

f : Df � R2 ! R2

f (x; y) =
�
ln (xy) ; x2y

�
(a) (3; 5 val.) Sabendo que g : Dg � R2 ! R é uma função de classe C2 e homogénea de grau 2,

g0a (0; 1) = 0, g
0
b (0; 1) = g

00
aa (0; 1) = g

00
bb (0; 1) = 2 e h = g � f , mostre que:

i. (1; 5 val.) h0x(1; 1) = 4.

ii. (2 val.) h00xy (1; 1) = 10.

(b) (1 val.) Encontre a expressão geral de uma funçãom : Dm � R2 ! R2 tal que Jf�m (u; v) = I2�2
(matriz identidade 2� 2).

5. Indique se as seguintes a�rmações são verdadeiras ou falsas. No caso de serem verdadeiras, justi�que-o

apropriadamente. Caso sejam falsas, prove-o com um contra-exemplo.

(a) (1; 25 val.) Seja f : Rn ! Rn uma função de classe C1. O jacobiano de f em x0 ser diferente

de zero, i.e., jJf (x0)j 6= 0, é uma condição necessária mas não su�ciente para assegurar a

invertibilidade de f numa vizinhança do ponto x0.

(b) (1; 25 val.) Seja g : R2 ! R2 a função cuja expressão geral é g(x; y) = (ax + by; cx + dy), ou

seja, g é uma função linear. Se ad� bc 6= 0, então g é localmente invertível em R2.


